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❉✐+,$✐❜✉,❡❞ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ❬✶✱✷❪ ❛✐♠ ❛, $❡♣$❡+❡♥,✐♥❣ +②♠❜♦❧✐❝ ✇♦$❞ ❢♦$♠+
❛+ +♦♠❡ $❡❧❛,✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ ❝♦♥,✐♥✉♦✉+ ✈❡❝,♦$+✳ ❙✉❝❤ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ,♦ ❜❡ ❡①,$❡♠❡❧② ✉+❡❢✉❧ ✐♥ ❛ ✈❛$✐❡,② ♦❢ ♥❛,✉$❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♣$♦❝❡++✐♥❣
,❛+❦+✳ ■♥ ❢❛❝, ♠♦+, +,❛,❡✲♦❢✲,❤❡✲❛$, ❛♣♣$♦❛❝❤❡+ ✐♥ ◆▲F $❡❧② ♦♥ ,❤❡✐$ ✉,✐❧✐③❛,✐♦♥ ❬✸❪✳
❖✈❡$ ,❤❡ ♣❛+, ❢❡✇ ②❡❛$+✱ ,❤❡$❡ ❤❛+ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ❛♥ ❡♠❡$❣✐♥❣ $❡+❡❛$❝❤ ✐♥,❡$✲
❡+, ✐♥ ❝♦♥+,$✉❝,✐♥❣ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♦✈❡$ ❛ ✈❛$✐❡,② ♦❢
❧❛♥❣✉❛❣❡+✱ +❡❡ ❡✳❣✳ ❬✹❪ ❢♦$ ❛♥ ❡♠♣✐$✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛$✐+♦♥✳ F$♦✈✐❞✐♥❣ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛✲
,✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ ❛❝$♦++ ❧❛♥❣✉❛❣❡+ ❤❛✈❡ ❤✉❣❡ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ❜❡❝❛✉+❡ ,❤❡②
❝♦✉❧❞ ❡♥❛❜❧❡ ,❤❡ ❡✛♦$,❧❡++ ❝$❡❛,✐♦♥ ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛$♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧+ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♣❡$✲
❛,❡ ❛❝$♦++ ❧❛♥❣✉❛❣❡+✳ ❆+ ❛♥ ✐❧❧✉+,$❛,✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛+ ❛❝❝❡++ ,♦ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡
✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ❢♦$ ❜♦,❤ ❊♥❣❧✐+❤ ❛♥❞ ❋$❡♥❝❤✱ ✐, ❜❡❝♦♠❡+ ♣♦++✐❜❧❡ ,♦ ,$❛✐♥ ❛
❞♦❝✉♠❡♥, ❝❧❛++✐✜❡$ ♣✉$❡❧② ♦♥ ❊♥❣❧✐+❤✲✇$✐,,❡♥ ❞♦❝✉♠❡♥,+ ❛♥❞ ,❤❡♥ $❡❧✐❛❜❧② ❛♣♣❧②
✐, ♦♥ ❋$❡♥❝❤ ❞♦❝✉♠❡♥,+ ❛+ ✇❡❧❧✳
❆ ❢✉$,❤❡$ ❧✐♥❡ ♦❢ $❡+❡❛$❝❤ ✇❤✐❝❤ ❤❛+ ❣❛✐♥❡❞ ❛,,❡♥,✐♦♥ ✐+ $❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
,✐♦♥ ♦❢ +♣❛$+❡ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ❬✺✱✻❪✳ ❙✉❝❤ +♣❛$+❡ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ +❤♦✇♥ ,♦ ♦❢,❡♥ ♦✉,♣❡$❢♦$♠ ,❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥ ♦❢ ❞❡♥+❡ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ✐♥
❛ ♠♦♥♦❧✐♥❣✉❛❧ +❡,,✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ,♦ ,❤❡ ❜❡+, ♦❢ ♦✉$ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ,❤❡$❡ ❤❛+ ♥♦, ❜❡❡♥
❛♥② ✇♦$❦ ❝♦♥❞✉❝,❡❞ ,♦✇❛$❞+ ,❤❡ ❝$❡❛,✐♦♥ ♦❢ +♣❛$+❡ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ✇❤✐❝❤
❛$❡ ❝♦♠♣❛$❛❜❧❡ ❛❝$♦++ ❧❛♥❣✉❛❣❡+✳ ■♥ ,❤✐+ ♣❛♣❡$✱ ✇❡ ♣$❡+❡♥, ♦✉$ ♣$♦♣♦+❡❞ +♦❧✉,✐♦♥
❢♦$ +♦❧✈✐♥❣ ,❤❛, ,❛+❦ ❜② ❝$❡❛,✐♥❣ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛,✐♥❣ +♣❛$+❡ ✇♦$❞ $❡♣$❡+❡♥,❛,✐♦♥+ ❢♦$
❊♥❣❧✐+❤ ❛♥❞ ❍✉♥❣❛$✐❛♥ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✐♥,❡♥❞❡❞ ,♦ ❜❡ ✉+❡❞ ✐♥,❡$❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳
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"✐♦♥% ❛% ♣♦%%✐❜❧❡✳ ❆% ✜*%"❧② ♣*♦♣♦%❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ %✉❝❤ ❛ ❧✐♥❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣ M ❝❛♥ ❜❡
❞❡✜♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ "❤❡ ♦❜❥❡❝"✐✈❡ ❢✉♥❝"✐♦♥
n∑
i=1
‖Msi−ti‖, ✇✐"❤ {(si, ti)}
n
i=1 ❜❡✲
✐♥❣ "❤❡ %❡❡❞ %❡" ♦❢ ✇♦*❞ ♣❛✐*% ✇❤✐❝❤ ❛*❡ ❝*♦%%✲❧✐♥❣✉❛❧ ❡T✉✐✈❛❧❡♥"% ♦❢ ❡❛❝❤ ♦"❤❡*✳
▼✉❧"✐♣❧❡ %"✉❞✐❡% ❤❛✈❡ %❤♦✇❡❞ *❡❝❡♥"❧② "❤❛" ❡♥%✉*✐♥❣ "❤❡ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ❝♦♥%"*❛✐♥"
❢♦* M "♦ ❜❡ ♦*"❤♦♥♦*♠❛❧ ❝❛♥ %✐❣♥✐✜❝❛♥"❧② ✐♠♣*♦✈❡ "❤❡ T✉❛❧✐"② ♦❢ "❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
♦❢ ✇♦*❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣% ❢*♦♠ ♦♥❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ "♦ "❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ %♣❛❝❡ ♦❢ ❛♥♦"❤❡* ♦♥❡
❬✶✷✱✾✱✶✵❪✳ ❘❡T✉✐*✐♥❣ M "♦ ❜❡ ♦*"❤♦♥♦*♠❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡%♣❡❝✐❛❧❧② ✉%❡❢✉❧ ✐❢ "❤❡ %❡" ♦❢
%❡❡❞ ✇♦*❞ ♣❛✐*% ✉%❡❞ ❢♦* ❞❡"❡*♠✐♥✐♥❣ "❤❡ ❧✐♥❡❛* ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥"❛✐♥% ❛ ❤✐❣❤ ❢*❛❝"✐♦♥
♦❢ ♥♦✐%❡✱ ✐✳❡✳ ❡**♦♥❡♦✉%❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇♦*❞ ♣❛✐*%✳
❙✐♥❝❡ ♦✉* ❣♦❛❧ ✐% "♦ ❞❡%✐❣♥ ❛♥ ❛♣♣*♦❛❝❤ ❢♦* ♠❛♣♣✐♥❣ %♣❛*%❡ ✇♦*❞ *❡♣*❡%❡♥✲
"❛"✐♦♥% ✇❤✐❝❤ *❡❧✐❡% ♦♥ ❛% ❧✐""❧❡ ❤✉♠❛♥ ❧❛❜♦* ❛♥❞ ❡①"❡*♥❛❧ *❡%♦✉*❝❡% ✭%✉❝❤ ❛%
♣❛*❛❧❧❡❧ "❡①"✮ ❛% ♣♦%%✐❜❧❡✱ ✇❡ ❝*❡❛"❡❞ ❛ ♣%❡✉❞♦✲❞✐❝"✐♦♥❛*② %✐♠✐❧❛* "♦ ❬✶✷❪✳ ❲❡
❛❧✐❣♥❡❞ ✇♦*❞ ❢♦*♠% "❤❛" ❛*❡ ♣*❡%❡♥" ✐♥ "❤❡✐* ❡①❛❝" %❛♠❡ %✉*❢❛❝❡ ❢♦*♠% ✐♥ "❤❡
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✈♦❝❛❜✉❧❛'② ♦❢ ❜♦*❤ ❧❛♥❣✉❛❣❡/✳ ❘❡❝❛❧❧ *❤❛* *❤❡ ♣/❡✉❞♦✲❞✐❝*✐♦♥❛'② ❝'❡❛*❡❞ ✐♥ /✉❝❤
❛ ♠❛♥♥❡' ✉♥❞♦✉❜*❡❞❧② ❝♦♥*❛✐♥/ /✉❜/*❛♥*✐❛❧ ♥♦✐/❡✱ ❡✳❣✳ *❤❡ ❊♥❣❧✐/❤ ♥♦✉♥ ✏ ❤❛" ✑
✭'❡❢❡''✐♥❣ *♦ *❤❡ ❝❧♦*❤✐♥❣ ❛❝❝❡//♦'②✮ ❣❡*/ ❛❧✐❣♥❡❞ *♦ *❤❡ ❍✉♥❣❛'✐❛♥ ✇♦'❞ ✇✐*❤
*❤❡ /❛♠❡ /✉'❢❛❝❡ ❢♦'♠ ✇❤✐❝❤ ✕ ♦♥ *❤❡ ♦*❤❡' ❤❛♥❞ ✕ ❝❛♥ ❡✐*❤❡' '❡❢❡' *♦ ❛ ♥✉♠❡'❛❧
❛♥❞ ❛ ✈❡'❜ ❛/ ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ♣/❡✉❞♦✲❞✐❝*✐♦♥❛'② ❝♦♥/*'✉❝*❡❞ *❤❛* ✇❛② ❝♦♥/✐/*/ ♦❢ ✷✵✱✷✾✷ ❡♥*'✐❡/✳ ❚❤❡
❢✉❧❧ /✐③❡ ♦❢ *❤❡ ❊♥❣❧✐/❤ ❛♥❞ ❍✉♥❣❛'✐❛♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛'✐❡/ ♦❢ *❤❡ ♣♦❧②❣❧♦* ✈❡❝*♦'/ ✐♥❝❧✉❞❡
✶✵✵❑ ❛♥❞ ✶✺✵❑ ✇♦'❞ ❢♦'♠/✳ ❚❤❡ ❧❛'❣❡ ♥✉♠❜❡' ♦❢ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇♦'❞ ♣❛✐'/ '❡❧❛*✐✈❡ *♦
*❤❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛'② /✐③❡/ ❛❧/♦ ✐♠♣❧✐❡/ *❤❛* *❤✐/ ❛✉*♦♠❛*✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡'❛*❡❞ ❞✐❝*✐♦♥❛'②
✐/ ♥♦* '❡❛❧❧② '❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦' ✇❤✐❝❤ '❡❛/♦♥ *❤❡ ♦'*❤♦♥♦'♠❛❧ ❝♦♥/*'❛✐♥* ❢♦' *❤❡ ❧✐♥❡❛'
♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛*'✐① M ✐/ ❡①♣❡❝*❡❞ *♦ ♣'♦✈✐❞❡ ✐♠♣♦'*❛♥* ❣❛✐♥/ ♦✈❡' ✐*/ ✉♥❝♦♥/*'❛✐♥❡❞
❝♦✉♥*❡'♣❛'*✳
✷✳✸ ❉❡%❡&♠✐♥✐♥❣ %❤❡ ❝&♦.. ❧✐♥❣✉❛❧ &❡♣&❡.❡♥%❛%✐♦♥.
I'❡✈✐♦✉/ /*✉❞✐❡/ ❤❛✈❡ /❤♦✇♥ *❤❛* *'②✐♥❣ *♦ '❡❝♦♥/*'✉❝* ❞❡♥/❡ ✇♦'❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣/
❛/ ❛ /♣❛'/❡ ❧✐♥❡❛' ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦✈❡'❝♦♠♣❧❡*❡ /❡* ♦❢ ❜❛/✐/ ✈❡❝*♦'/ ❝❛♥ ♣'♦✲
✈✐❞❡ ✉/❡❢✉❧ ✇♦'❞ '❡♣'❡/❡♥*❛*✐♦♥/ ❬✺✱✻❪✳ ▼♦'❡ ❢♦'♠❛❧❧②✱ ❢♦' /♦♠❡ ✇♦'❞ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣
♠❛*'✐① X ∈ Rk×|V |✱ /✉❝❤ ❛♣♣'♦❛❝❤❡/ /❡❡❦ *♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦/✐*✐♦♥ ❢♦' X /✉❝❤
*❤❛* ‖X −Dα‖F + λ‖α‖1 ❣❡*/ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ✇✐*❤ D ∈ R
k×l
❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ *❤❡ /❡* ♦❢
♦✈❡'❝♦♠♣❧❡*❡ ❜❛/✐/ ✈❡❝*♦'/ ❛♥❞ α ∈ Rl×|V | ❝♦♥*❛✐♥✐♥❣ *❤❡ /♣❛'/❡ ❧✐♥❡❛' ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥*/ ❢♦' *❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦'❞ ❢♦'♠/✱ '❡/♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ■♥ *❤❡ ♣'❡✈✐♦✉/ ❡①♣'❡//✐♦♥ λ ✐/
*❤❡ '❡❣✉❧❛'✐③❛*✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ✇❤✐❝❤ ❝♦♥*'♦❧/ ❢♦' *❤❡ ❛♠♦✉♥* ♦❢ /♣❛'/✐*② ❡♠❡'❣✐♥❣
✐♥ *❤❡ /♣❛'/❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ♠❛*'✐① α✳
❚❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦/✐*✐♦♥ ✇❡ ❡♠♣❧♦② ✐♥ *❤✐/ ✇♦'❦ ❞✐✛❡'/ ❜♦*❤ ❢'♦♠ ❬✺❪ ❛♥❞
❬✻❪ ❛/ ❤❡'❡ ✇❡ ♥♦* ♦♥❧② '❡S✉✐'❡ D *♦ ❜❡ ❛ ♠❡♠❜❡' ♦❢ *❤❡ ❝♦♥✈❡① /❡* ♦❢ ♠❛*'✐❝❡/
❝♦♠♣'✐/✐♥❣ ♦❢ ✉♥✐* ♥♦'♠ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝*♦'/✱ ❜✉* ❛❧/♦ ❡♥❢♦'❝❡ *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*/ ✐♥ α *♦
❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛*✐✈❡✳ ❲❡ ✉/❡❞ *❤❡ ❙I❆▼❙ ♣❛❝❦❛❣❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥②✐♥❣ ❬✶✸❪ ❢♦' ♣❡'❢♦'♠✐♥❣
*❤❡ ♠❛*'✐① ❞❡❝♦♠♣♦/✐*✐♦♥/ ❢♦' ♦✉' ❡①♣❡'✐♠❡♥*/✳
I✉**✐♥❣ *❤❡ ✈❛'✐♦✉/ /*❡♣/ *♦❣❡*❤❡'✱ ♦✉' ❛♣♣'♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ /✉♠♠❛'✐③❡❞ ✐♥ *❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
✶✳ ✭❖♣*✐♦♥❛❧❧②✮ ♣'❡✲♣'♦❝❡// *❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛*'✐❝❡/ S ❛♥❞ T ❜② ♠❛❦✐♥❣ *❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣/ ✉♥✐* ❧♦♥❣ ❛♥❞ ❝❡♥*❡'❡❞ ❛* *❤❡ ♦'✐❣✐♥
✷✳ ❈'❡❛*❡ ❛ ✭♣/❡✉❞♦✲✮❞✐❝*✐♦♥❛'② {(si, ti)}
n
i=1
✸✳ ❋✐♥❞ M ❢♦' ✇❤✐❝❤
n∑
i=1
‖Msi − ti‖ ✐/ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭✇✐*❤ *❤❡ ♦♣*✐♦♥❛❧ ❝♦♥/*'❛✐♥*
❢♦' M *♦ ❜❡ ♦'*❤♦♥♦'♠❛❧✮✳
✹✳ ❋✐♥❞ Ds ❛♥❞ αs /✉❝❤ *❤❛* ‖S −Dsαs‖F + λ‖αs‖1 ❣❡*/ ♠✐♥✐♠✐③❡❞
✺✳ ❋✐♥❞ αt ❜② '❡❧②✐♥❣ ♦♥ Ds /✉❝❤ *❤❛* ‖MT −Dsαt‖F + λ‖αt‖1 ✐/ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳
❙✐♥❝❡ *❛'❣❡* ✇♦'❞ ✈❡❝*♦'/ ❛'❡ ♠❛♣♣❡❞ *♦ *❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ /♣❛❝❡ ♦❢ /♦✉'❝❡
✇♦'❞ ✈❡❝*♦'/ ❛♥❞ *❤❡ /❛♠❡ ❞✐❝*✐♦♥❛'② ♠❛*'✐① Ds ✐/ ✉/❡❞ ❢♦' ❞❡❝♦♠♣♦/✐♥❣ *❤❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♠❛*'✐❝❡/ S ❛♥❞ T ✱ *❤❡ ♥♦♥③❡'♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥*/ ✐♥ αs ❛♥❞ αt ♣'♦✈✐❞❡ ❛
/♣❛'/❡ '❡♣'❡/❡♥*❛*✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡ ❛❝'♦// ❧❛♥❣✉❛❣❡/✳ ◆♦*❡ *❤❛* ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦/❡
M *♦ ❜❡ *❤❡ ✐❞❡♥*✐*② ♠❛*'✐①✱ ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ *❤❡ *❛'❣❡* ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣/ ✐♥*❛❝*✳
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✸ ❊①♣❡%✐♠❡♥)*
❉✉"✐♥❣ ♦✉" ❡①♣❡"✐♠❡♥+,✱ ✇❡ +"❡❛+❡❞ ❊♥❣❧✐,❤ ❛, +❤❡ ,♦✉"❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ ❍✉♥✲
❣❛"✐❛♥ ❛, +❤❡ +❛"❣❡+ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤"♦✉❣❤♦✉+ ♦✉" ❡①♣❡"✐♠❡♥+,✱ ✇❡ "❡❧✐❡❞ ♦♥ ♣"❡✲
+"❛✐♥❡❞ ♣♦❧②❣❧♦+ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣, ❬✼❪ ✇❤✐❝❤ ❛"❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦" ❛ ✈❛"✐❡+② ♦❢
❧❛♥❣✉❛❣❡,✳
✶
■♥ ♦"❞❡" +♦ ❝♦♥❞✉❝+ ❝♦♠♣❛"❛❜❧❡ ❡①♣❡"✐♠❡♥+, ✇✐+❤ ♣"❡✈✐♦✉, ,+✉❞✐❡,✱
✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ +❤❡ ,❛♠❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ❜❛,✐, ✈❡❝+♦", ✭✐✳❡✳ ✶✵✷✹✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛, ♣"❡✈✐♦✉,❧②
✉+✐❧✐③❡❞ ✐♥ ❬✺❪✳ ❲❤❡♥ ,❡++✐♥❣ +❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦" λ✱ ✇❡ ❝❤♦,❡ +❤❡ "❡❣✉❧❛"✐③❛+✐♦♥ ❝♦❡❢✲
✜❝✐❡♥+ ❢"♦♠ {0.1, 0.3, 0.5} ✐♥ ♦"❞❡" +♦ ,❡❡ ❤♦✇ ❞✐✛❡"❡♥+ ,♣❛",✐+② ❧❡✈❡❧, ✐♥✢✉❡♥❝❡
"❡,✉❧+,✳ ❚❤❡ ,♣❛",❡ ✇♦"❞ "❡♣"❡,❡♥+❛+✐♦♥ +❤❛+ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❢♦" ,♦♠❡ ✇♦"❞ ❢♦"♠ wi
✐, ,✐♠♣❧② +❛❦❡♥ ❜② +❤❡ ✐♥❞✐❝❡, ♦❢ +❤❡ ♣♦,✐+✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥+, ✐♥ α ❢♦" +❤❡ ♣❛"+✐❝✉❧❛"
✇♦"❞✱ +❤❛+ ✐, φ(wi) = {j | αi[j] > 0}✱ ✇❤❡"❡ αi "❡❢❡", +♦ +❤❡ ✈❡❝+♦" ♦❢ ,♣❛",❡
❝♦❡✣❝✐❡♥+, ❞❡+❡"♠✐♥❡❞ ❢♦" ✇♦"❞ wi ❞✉"✐♥❣ +❤❡ ,♣❛",❡ ❞❡❝♦♠♣♦,✐+✐♦♥ ♣"♦❝❡❞✉"❡✳
✸✳✶ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦♥ (❤❡ ❙✇❛❞❡1❤ ✇♦2❞ ❧✐1(
❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+, ❛"❡ ❝♦❧❧❡❝+✐♦♥, ♦❢ ❊♥❣❧✐,❤ ✇♦"❞, ♦❢ ✈❛"②✐♥❣ ❝❛"❞✐♥❛❧✐+✐❡, +❤❛+ ❛"❡
❝♦❧❧❡❝+❡❞ ❛, ♣❛"+ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡",❛❧ ❜❛,✐❝ ✈♦❝❛❜✉❧❛"②❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥+, ♦❢ +❤❡ ❧✐,+,
❛"❡ ❡①♣❡❝+❡❞ +♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ +❤❡ ♠❛❥♦"✐+② ♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡,✳ ❈♦♥,❡R✉❡♥+❧②✱ +❤❡ ❧✐,+,
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ +"❛♥,❧❛+❡❞ ✐♥+♦ ✈❛"✐♦✉, ❧❛♥❣✉❛❣❡,✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❍✉♥❣❛"✐❛♥ ❛, ✇❡❧❧✳
❚❤❡"❡ ❡①✐,+ ♠✉❧+✐♣❧❡ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+, ✇✐+❤ ❞✐✛❡"❡♥+ ❛♠♦✉♥+ ♦❢ ✇♦"❞, ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ +❤❡♠✳ ❉✉"✐♥❣ ♦✉" ❡①♣❡"✐♠❡♥+, ✇❡ ✉+✐❧✐③❡❞ +❤❡ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+ +"❛♥,❧❛+❡❞ ❢♦"
❍✉♥❣❛"✐❛♥
✷
✇❤✐❝❤ ❝♦♥,✐,+, ♦❢ ✷✵✼ ✇♦"❞ ❢♦"♠,✳
❯♥❧✐❦❡ +❤❡ ♣,❡✉❞♦✲❞✐❝+✐♦♥❛"② +❤❛+ ✇❡ ❝"❡❛+❡❞ ❢♦" ❧❡❛"♥✐♥❣ +❤❡ ❧✐♥❡❛" ♠❛♣♣✐♥❣
❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ,♣❛❝❡ ♦❢ +❤❡ +✇♦ ❧❛♥❣✉❛❣❡,✱ +❤❡ R✉❛❧✐+② ♦❢ +❤❡ +"❛♥,❧❛+✐♦♥
♣❛✐", ✐, ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡" ✐♥ +❤✐, ❝❛,❡✳ ❲❡ ,❤♦✉❧❞ ❛❧,♦ ♥♦+❡ +❤❛+ ♥♦♥❡ ♦❢ +❤❡ +"❛♥,❧❛+✐♦♥
♣❛✐", ♦"✐❣✐♥❛+✐♥❣ ❢"♦♠ +❤❡ ❊♥❣❧✐,❤ ❛♥❞ ❍✉♥❣❛"✐❛♥ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+, ❛"❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥
+❤❡ ❛✉+♦♠❛+✐❝❛❧❧② ❝"❡❛+❡❞ ♣,❡✉❞♦✲❞✐❝+✐♦♥❛"②✳
❋♦" +❤❡ ✷✵✼✲❡❧❡♠❡♥+ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+ +❤❡"❡ ❛"❡ ✶✻✶ ✇♦"❞, ❢♦" ✇❤✐❝❤ ❍✉♥❣❛"✐❛♥
+"❛♥,❧❛+✐♦♥, ❛"❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛ ♦♥❡✲+♦✲♦♥❡ ♠❛♥♥❡"✱ +❤✉, ✇❡ ♣❡"❢♦"♠ ♦✉" ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥
♦✈❡" +❤❡,❡ ✇♦"❞ ♣❛✐", ❛❧♦♥❡✳ ❉✉"✐♥❣ +❤✐, ❡✈❛❧✉❛+✐♦♥ ♣❤❛,❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛+❡ ❢♦" ❡✈❡"②
✇♦"❞ ♣❛✐" (si, ti) ✕ ❧♦❝❛+❡❞ ✐♥ +❤❡ ✜❧+❡"❡❞ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+ ✕ +❤❡ ❡①+❡♥+ ♦❢ ♦✈❡"❧❛♣
✐♥ +❤❡ ,♣❛",❡ "❡♣"❡,❡♥+❛+✐♦♥, ♦❢ ✇♦"❞, si ❛♥❞ ti✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ♣"❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ "❡❝❛❧❧
❛, P = |φ(si)∩φ(ti)||φ(ti)| ❛♥❞ R =
|φ(si)∩φ(ti)|
|φ(si)|
✱ "❡,♣❡❝+✐✈❡❧②✳ ■♥ ♦"❞❡" +♦ ❣❡+ ❛♥ ❛❣✲
❣"❡❣❛+❡❞ ,❝♦"❡ ❢♦" R✉❛♥+✐❢②✐♥❣ +❤❡ ♦✈❡"❧❛♣ ❜❡+✇❡❡♥ +❤❡ ,♣❛",❡ "❡♣"❡,❡♥+❛+✐♦♥ ♦❢
,❡♠❛♥+✐❝❛❧❧② ❡R✉✐✈❛❧❡♥+ ✇♦"❞, ✐♥ ❞✐✛❡"❡♥+ ❧❛♥❣✉❛❣❡,✱ ✇❡ +❛❦❡ +❤❡ ❤❛"♠♦♥✐❝ ♠❡❛♥
✭❋✲,❝♦"❡✮ ♦❢ +❤❡ ♣"❡❝✐,✐♦♥ ❛♥❞ "❡❝❛❧❧ ,❝♦"❡,✳
❚❛❜❧❡ ✶ ✐♥❝❧✉❞❡, +❤❡ "❡,✉❧+, R✉❛♥+✐❢②✐♥❣ +❤❡ ❡①+❡♥+ +♦ ✇❤✐❝❤ ,♦✉"❝❡ ❛♥❞ +❛"❣❡+
❧❡✈❡❧ ,♣❛",❡ ❢❡❛+✉"❡, ♦✈❡"❧❛♣ ❢♦" ♠❛♣♣❡❞ ✇♦"❞ ♣❛✐", ❜❛,❡❞ ♦♥ +❤❡ ✶✻✶✲❡❧❡♠❡♥+
,✉❜,❡+ ♦❢ +❤❡ ❙✇❛❞❡,❤ ❧✐,+✳ ❙❡++✐♥❣ λ +♦ 0.1, 0.3 ❛♥❞ 0.5 "❡,✉❧+❡❞ ✐♥ ❛♣♣"♦①✐♠❛+❡❧②
20, 5 ❛♥❞ 2 ♥♦♥✲③❡"♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥+, ♣❡" ✇♦"❞ ♦♥ ❛✈❡"❛❣❡✳ W❡"❢♦"♠❛♥❝❡, ✐♥ +❤❡ ✬◆♦
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